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Continuitatea unei funcții derivabile 

 

𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ , 𝑥0 ∈ 𝐼 punct de acumulare, 𝐼 interval sau reuniune de intervale  

Funcția 𝑓 este derivabilă în 𝑥0 dacă și numai dacă 𝑓𝑠
′(𝑥0) = 𝑓𝑑

′(𝑥0) ∈ ℝ . 

Funcția 𝑓 este derivabilă pe 𝐼 dacă este derivabilă în fiecare punct din 𝐼. 

Orice funcție derivabilă într-un punct este continuă în acel punct. 

Orice funcție derivabilă pe o mulțime este continuă pe acea mulțime. 

𝑃𝑟𝑜𝑏𝑙𝑒𝑚𝑒 

1. Studiați derivabilitatea funcției 𝑓: ℝ → ℝ , 𝑓(𝑥) = { 
𝑥2 + 1            , 𝑥 ≤ 1
𝑙𝑛 𝑥 + 𝑥 + 1 , 𝑥 > 1

 în punctul 𝑥0 = 1 . 

Calculăm derivata laterală la stânga lui 𝑥0 cu ajutorul definiției 𝑓𝑠
′(𝑥0) = lim

𝑥→𝑥0
𝑥<𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 ,  

analog calculăm derivata laterală la dreapta lui 𝑥0 cu 𝑓𝑑
′(𝑥0) = lim

𝑥→𝑥0
𝑥>𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0
 . 

Studiem derivabilitatea funcției 𝑓 în punctul 1, unde 𝑓(1) = 12 + 1 = 2 . 

𝑓𝑠
′(1) = lim

𝑥→1
𝑥<1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1
𝑥<1

𝑥2+ 1 − 2

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1
𝑥<1

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1
𝑥<1

(𝑥 + 1) = 2 

𝑓𝑑
′(1) = lim

𝑥→1
𝑥>1

𝑓(𝑥)− 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1
𝑥>1

𝑙𝑛 𝑥 + 𝑥 + 1 − 2

𝑥 − 1
= lim

𝑥→1
𝑥>1

𝑙𝑛(1 + 𝑥 − 1) + 𝑥 − 1

𝑥 − 1
= 1 + 1 = 2 

Deoarece 𝑓𝑠
′(1) = 2 = 𝑓𝑑

′(1) ∈ ℝ , funcția 𝑓 este derivabilă în 1 și 𝑓 ′(1) = 2 . 

2. Studiați continuitatea și derivabilitatea funcției 𝑓:ℝ → ℝ , 𝑓(𝑥) = { 
𝑥2 + 1           , 𝑥 ≤ 1
𝑙𝑛 𝑥 + 𝑥 + 1 , 𝑥 > 1

 . 

(1) 𝑓(𝑥) = 𝑥2+ 1 funcție elementară →  𝑓 continuă și derivabilă pe (−∞, 1)  

(2) 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥 + 𝑥 + 1 sumă de funcții elementare →  𝑓 continuă și derivabilă pe (1,∞)  

(3) funcția 𝑓 este continuă în 1 ⇔  𝑓𝑠(1) = 𝑓(1) = 𝑓𝑑(1) ⇔  2 = 2 = 2  

𝑓𝑠(1) = 𝑓(1) = 12 + 1 = 2 și 𝑓𝑑(1) = 𝑙𝑛 1 + 1 + 1 = 2 

Pentru studiul derivabilității funcției 𝑓 în 1 , utilizăm Consecința Teoremei lui Lagrange: 

Fie 𝑓: 𝐼 ⊆ ℝ → ℝ , 𝑥0 ∈ 𝐼, 𝐼 interval. Dacă funcția 𝑓 este continuă pe 𝐼, derivabilă pe 𝐼 ∖ {𝑥0}  

și există limita lim
𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥) , atunci lim
𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥) = 𝑓 ′(𝑥0) . 

(4) 𝑓 ′(𝑥) = { 
2𝑥       , 𝑥 < 1
1

𝑥
+ 1 , 𝑥 > 1

 ,

{
 

 

 

𝑓𝑠
′(1) = lim

𝑥→1
𝑥<1

𝑓′(𝑥) = lim
𝑥→1
𝑥<1

2𝑥 = 2          

𝑓𝑑
′(1) = lim

𝑥→1
𝑥>1

𝑓′(𝑥) = lim
𝑥→1
𝑥>1

(
1

𝑥
+ 1) = 2

  și 𝑓 ′(1) = 2 ∈ ℝ 

Din (1), (2), (3) și (4) funcția 𝑓 este continuă și derivabilă pe ℝ . 
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3. Aflați 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ pentru care funcția 𝑓:ℝ → ℝ , 𝑓(𝑥) = { 
𝑎𝑥2 + 1 ,𝑥 ≤ 2
𝑥 + 𝑏     , 𝑥 > 2

 este derivabilă pe ℝ . 

(1) 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥2+ 1 funcție elementară →  𝑓 continuă și derivabilă pe (−∞, 2)  

(2) 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑏 funcție elementară →  𝑓 continuă și derivabilă pe (2,∞)  

(3) 𝑓 este continuă în 2 ⇔  𝑓𝑠(2) = 𝑓(2) = 𝑓𝑑(2) ⇔  4𝑎 + 1 = 4𝑎 + 1 = 2 + 𝑏  

(4) 𝑓 ′(𝑥) = { 
2𝑎𝑥 , 𝑥 < 2
1      , 𝑥 > 2

 , { 
𝑓𝑠
′(2) = 4𝑎

𝑓𝑑
′(2) = 1  

 , 𝑓 este derivabilă în 2 ⇔ 𝑓𝑠
′(2) = 𝑓𝑑

′(2) ⇔ 4𝑎 = 1 

Din (1), (2), (3) și (4) funcția 𝑓 este derivabilă pe ℝ ⇔  { 
4𝑎 = 1

4𝑎 + 1 = 2 + 𝑏
⇔ { 𝑎 =

1

4
∈ ℝ

𝑏 = 0 ∈ ℝ
 . 

4. Aflați 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ pentru care funcția 𝑓:ℝ → ℝ , 𝑓(𝑥) = { 
𝑎𝑥 + 𝑏 , 𝑥 ≤ 𝑒

𝑙𝑛2𝑥     , 𝑥 > 𝑒
 este derivabilă în e . 

Observații 

1) Derivabilitatea unei funcții nu este definită pentru punctele izolate ale domeniului său și pentru punctele în 

care funcția nu este continuă. 

2) Funcțiile continue pot avea derivate laterale egale într-un punct fără a fi derivabile în acel punct. 

𝑓:ℝ → ℝ , 𝑓(𝑥) = √𝑥
3  , 𝑓 ′(𝑥) =

1

3√𝑥2
3

 → 𝑓 ′(0) = ∞ ∈ ℝ̅ 

3) Funcția lui Weierstrass este un exemplu de funcție continuă în orice punct din interval, dar nu este derivabilă 

în niciun punct din interval. 

https://en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass_function  
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