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Profesor Blaga Mirela-Gabriela

Puncte de extrem. Teorema lui Fermat

in problemele matematice, economice sau tehnice, este important de stiut care sunt
maximele si minimele anumitor marimi variabile.

Definitie. Fiind data o functie f: D € R = R, un punct x, € D se numeste:

a) punct de maxim relativ/local al lui f daca exista o vecinatate U a punctului x, astfel incat
pentru orice x € U N D sdavem f(x) < f(x,),

b) punct de minim relativ/local al lui f daca exista o vecinatate U a punctului x, astfel Incat
pentru orice x € U N D sd avem f(x) = f(x,).

Daci f(x) < f(x,), (respectiv, f(x)=> f(x,)), Vx € D, atunci x, este punct de maxim
(respectiv, de minim) absolut/global al lui f.

Punctele de maxim, respectiv de minim ale unei functii se numesc puncte de extrem.

Valorile functiei in punctele de extrem se numesc extremele functiei.

Teorema lui Fermat
Fiel c Runinterval, f:I - R six, € [ un punct de extrem local pentru functia f interior lui I.
Daci f este derivabila in punctul x,, atunci f'(x,) = 0.

Demonstratie

Daca x, este punct de maxim, atunci exista o vecinatate U a lui x,
astfel incat f(x) < f(xy),Vx €U - f(x)—f(xy) <0.

f este derivabila in punctul x, atunci

f'(x0) = fi' (o) = lim f@) = F(xo) >0

X=Xo X — Xp

£ = £ (g) = dim L2 =S G _
o, X T X0

si obtinem f'(x,) = 0.
Cazul x, punct de minim se trateaza analog.

Consecinta. Fiel € Runintervalsif:1 — R o functie derivabila pe I, atunci punctele de extrem
local ale lui f se gasesc printre solutiile ecuatiei f'(x,) = 0.

Definitie. Punctele in care prima derivata se anuleaza se numesc puncte critice sau stationare.

Interpretare geometrica. Teorema lui Fermat exprima faptul ca, daca graficul functiei f admite

o tangenta intr-un punct de extrem local interior lui I, atunci tangenta la grafic In acest punct
este paralela cu axa Ox.
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Exercitii

1. Verificati aplicabilitatea teoremei lui Fermat pentru functiile:
a) f:R->R,f(x) =3x%2—6x+10,

b) f:[0,2] > R,f(x)=x+1,

o) fiR- R, f(x) =[x -1,

d) fiR =R, f(x) = V2,

e) f:[-2,2] > R, f(x) = |4 — x?|.

b
a) f este functie de gradul al doilea:a =3 > 0,x,, = ~5a = 1 € R punct de minim/extrem.

f functie elementara, functie derivabila, f'(x) = 6x — 6 si f'(1) = 6 — 6 = 0 (T.Fermat)
b) f este functie de gradul Intdi: a = 1 > 0, f strict crescatoare.

Pe intervalul [0, 2], f(0) = 1 este valoarea minima a functiei, iar f(2) = 3 este valoarea

maxima a functiei. f este functie elementar3, functie derivabila, f'(x) = 1si f'(0) =1 # 0,

f'(2) =1 # 0.x, = 0 este punct de minim, x, = 2 este punct de maxim, insa cele doua

puncte nu respecta conditia esentiala a teoremei Fermat de a fi din interiorul intervalului.
c¢) Functia f are doua puncte de minim situate in — 1 si 1, dar f nu e derivabila In cele doua

puncte. Un punct x, € I poate fi punct de extrem pentru o functie f fara si existe f'(x,).

f e functie elementar3, functie derivabila, x, = 0 punct de maxim, f'(x) = —2x,x € (—1,1)

si f'(0) = 0 (T.Fermat)

2. Verificati aplicabilitatea teoremei lui Fermat in punctul 0 pentru functia

—x, x<0
f'R_)R'f(x)_{xze"‘, x>0

3. Determinati valoarea parametrului a > 0, astfel incat inegalitatea 2* + a* > 3* + 4* safie
adevarata Vx € R.
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