
 

 
Inele de polinoame cu coeficienţi întru-un corp comutativ  ℚ, ℝ, ℂ, ℤ𝑝,𝑝 prim  

Teme 
1.Forma algebrică a unui polinom, funcţia polinomială, operaţii 
2.Împărţirea polinoamelor. Teorema împărţirii cu rest. Teorema restului. Schema lui Horner 
3.Divizibilitatea polinoamelor. Teorema lui Bézout; cmmdc şi cmmmc al unor polinoame; 
descompunerea unor polinoame în factori ireductibili 
4.Rădăcini ale polinoamelor. Relaţiile lui Viète 
5.Rezolvarea ecuaţiilor algebrice având coeficienţi în ℤ, ℚ, ℝ, ℂ. Ecuaţii binome, ecuaţii bipătrate, 
ecuaţii reciproce 
 

Împărţirea 
polinoamelor 

𝑓 = 𝑋4 + 𝑋3 + 2𝑋2 + 𝑋 + 1 ∈ ℝ[𝑋] 

𝑔 = 𝑋2 + 1 ∈ ℝ[𝑋] 

Aflaţi câtul şi restul la împărţirea polinomului 𝑓 la 𝑔. 

   𝑋4 + 𝑋3 + 2𝑋2 + 𝑋 + 1 𝑋2 + 1 
−𝑋4            − 𝑋2 𝑋2 + 𝑋 + 1 
              𝑋3 + 𝑋2 + 𝑋 + 1  
           −𝑋3           − 𝑋  
                         𝑋2         + 1  
                      −𝑋2         − 1  
                         /               /  

𝑓 = 𝑔∙𝑞 + 𝑟  

𝑋4 + 𝑋3 + 2𝑋2 + 𝑋 + 1 = (𝑋2 + 1)(𝑋2 + 𝑋 + 1) 

Restul la 𝑓: 𝑔 este zero, astfel că 𝑓 este divizibil cu 𝑔 (𝑓 ⋮ 𝑔) sau 𝑔 divide 𝑓 (𝑔|𝑓). 

Exerciţiul 1 Arătaţi că 𝑓 = 𝑋3 − 4𝑋2 + 𝑋 + 6 ∈ ℝ[𝑋] este divizibil cu 𝑔 = 𝑋 − 2 . 

 

Teorema 
lui Bézout 

Teorema lui Bézout 

Un element 𝑎 ∈ 𝐾 este rădăcină a polinomului 𝑓 ∈ 𝐾[𝑋] ⇔ 𝑓 ⋮ (𝑋 − 𝑎) . 

𝑓 ⋮ (𝑋 − 𝑎) ⇔ 𝑓(𝑎) = 0 

Polinomul 𝑓 ∈ 𝐾[𝑋] este divizibil cu 𝑋 − 𝑎 dacă şi numai dacă 𝑓(𝑎) = 0 . 

Exemplu Determinaţi 𝑎 ∈ ℝ , ştiind că 𝑓 = 𝑋3 + 𝑎𝑋2 − 𝑋 + 4 este divizibil cu  𝑔 = 𝑋 − 2 . 

Conform Teoremei lui Bézout 𝑓(2) = 0 →   4𝑎 + 10 = 0 → 𝑎 = −
5

2
∈ ℝ  . 

cmmdc (𝑓, 𝑔) este c.m.m.d.c. = cel mai mare divizor comun al polinoamelor 𝑓 şi 𝑔 

Exemplul 1 Determinaţi cmmdc al polinoamelor 𝑓 = 𝑋4 + 𝑋3 + 2𝑋2 + 𝑋 + 1 şi 𝑔 = 𝑋2 + 1. 

𝑋4 + 𝑋3 + 2𝑋2 + 𝑋 + 1 = (𝑋2 + 1)(𝑋2 + 𝑋 + 1)  → 𝑓 = 𝑔 ∙ 𝑞 →  (𝑓, 𝑔) = 𝑔 

Exemplul 2 Determinaţi cmmdc al polinoamelor 𝑓 = 𝑋4 + 2𝑋3 + 3𝑋2 + 4𝑋 + 5 şi 𝑔 = 𝑋2 + 1. 

   𝑋4 + 2𝑋3 + 3𝑋2 + 4𝑋 + 5 𝑋2 + 1 
−𝑋4              − 𝑋2 𝑋2 + 2𝑋 + 2 
              2𝑋3 + 2𝑋2 + 4𝑋 + 5  
           −2𝑋3              − 2𝑋  
                          2 𝑋2 + 2𝑋 + 5  
                      −2𝑋2            − 2  
                                      2𝑋 + 3  

https://tugofweb.com/


 

După prima împărţire 𝑓: 𝑔 constatăm că restul este diferit de zero şi împărţim 
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Restul 
13

4
≠ 0 împărţim 2𝑋 + 3 la 

13

4
 şi obţinem 2𝑋 + 3 =

13

4
(

8

13
𝑋 +

12

13
) + 0 

Restul fiind acum zero, conform algoritmului lui Euclid avem (𝑓, 𝑔) = 1 (
13

4
∼ 1). 

Observaţie (𝑓, 𝑔) = 1 atunci 𝑓 şi 𝑔 sunt prime între ele. 

Definiţie Divizorii de forma 𝑎 şi 𝑎𝑓, 𝑎 ∈ 𝐾∗ se numesc divizori improprii ai lui 𝑓. 

Dacă există şi alţi divizori ai lui 𝑓 aceştia se numesc divizori proprii. 

Exemplu 𝑓 = 𝑋 − 1 are divizorii improprii 𝑎 ∈ 𝐾∗ şi 𝑎𝑓. 

𝑓 = 𝑋2 − 1 = (𝑋 − 1)(𝑋 + 1) are divizorii proprii , 𝐾 = ℤ, ℚ, ℝ, ℂ. 

Definiţie Un polinom 𝑓 ∈ 𝐾[𝑋] se numeşte ireductibil peste corpul 𝐾 dacă are gradul cel 

puţin unu şi dacă nu are divizori proprii, altfel se numeşte reductibil peste 𝐾. 

Exemplu 𝑓 = 𝑋 − 1 este ireductibil în ℤ[𝑋], ℚ[𝑋], ℝ[𝑋], ℂ[𝑋] . 

𝑓 = 𝑋2 − 2 este ireductibil în ℤ[𝑋], ℚ[𝑋] şi reductibil în ℝ[𝑋], ℂ[𝑋] . 

cmmmc [𝑓, 𝑔] este c.m.m.m.c. = cel mai mic multiplu comun al polinoamelor 𝑓 şi 𝑔 

[𝑓, 𝑔] =
𝑓𝑔

(𝑓, 𝑔)
 , 𝑓, 𝑔≠0 

Exemplul 1 Determinaţi cmmmc al polinoamelor 𝑓 = 𝑋4 + 𝑋3 + 2𝑋2 + 𝑋 + 1 şi 𝑔 = 𝑋2 + 1. 

[𝑓, 𝑔] =
𝑓𝑔

(𝑓, 𝑔)
=

(𝑋4 + 𝑋3 + 2𝑋2 + 𝑋 + 1 )(𝑋2 + 1)

𝑋2 + 1
= 𝑋4 + 𝑋3 + 2𝑋2 + 𝑋 + 1  

Exemplul 2 Determinaţi cmmmc al polinoamelor 𝑓 = 𝑋4 + 2𝑋3 + 3𝑋2 + 4𝑋 + 5 şi 𝑔 = 𝑋2 + 1. 

[𝑓, 𝑔] =
𝑓𝑔

(𝑓, 𝑔)
=

(𝑋4 + 2𝑋3 + 3𝑋2 + 4𝑋 + 5)(𝑋2 + 1)

1
= 𝑓𝑔 

Propoziţie Singurele polinoame ireductibile din ℂ[𝑋]  sunt polinoamele de gradul întâi. 

Descompunerea 
polinomului 

peste ℂ 

Descompunerea polinomului  𝑓 = 𝑎𝑛𝑋𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑋𝑛−1 +  … + 𝑎1𝑋 + 𝑎0 ∈ ℂ[𝑋]  

în factori ireductibili este 𝑓 = 𝑎𝑛(𝑋 − 𝑥1)(𝑋 − 𝑥2) … (𝑋 − 𝑥𝑛) , unde 𝑎𝑛 ≠ 0 şi  

𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … , 𝑥𝑛 sunt rădăcinile polinomului 𝑓. 

Exemplu 𝑓 = 𝑋4 + 𝑋2 + 1 = 

= (𝑋 −
1 + 𝑖√3

2
) (𝑋 −

1 − 𝑖√3

2
) (𝑋 −

−1 + 𝑖√3

2
) (𝑋 −

−1 − 𝑖√3

2
) ∈ ℂ[𝑋] 
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Propoziţie Fie 𝑓 ∈ ℂ[𝑋] un polinom de grad 𝑛, având rădăcinile 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘  multiple de ordine  

𝑛1, 𝑛2, … , 𝑛𝑘 , unde 𝑛1 + 𝑛2 +  … + 𝑛𝑘 = 𝑛 . Descompunerea lui 𝑓 în factori liniari 

este  𝑓 = 𝑎𝑛(𝑋 − 𝑥1)𝑛1(𝑋 − 𝑥2)𝑛2 … (𝑋 − 𝑥𝑘)𝑛𝑘 .  

Exemplu 𝑓 = −(𝑋 − 2)3(𝑋 + 1)2  → 2 este rădăcină triplă şi − 1 este rădăcină dublă a lui 𝑓. 

Corolar Dacă polinomul 𝑓 ∈ ℂ[𝑋] de grad cel mult 𝑛 se anulează pentru 𝑛 + 1 valori  

distincte, atunci 𝑓 = 0 . 

 

Propoziţie Polinoamele ireductibile din ℝ[𝑋]  sunt polinoamele de gradul întâi şi polinoamele 

de gradul al doilea fără rădăcini reale. 

Descompunerea 
polinomului 

peste ℝ 

𝑓 = 𝑎𝑛𝑋𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑋𝑛−1 +  … + 𝑎1𝑋 + 𝑎0 ∈ ℝ[𝑋] , 𝑎𝑛 ≠ 0 

𝑓 = 𝑎𝑛(𝑋 − 𝑥1)(𝑋 − 𝑥2) … (𝑋 − 𝑥𝑖)(𝑋2 + 𝑏1𝑋 + 𝑐1) … (𝑋2 + 𝑏𝑗𝑋 + 𝑐𝑗) 

Exemplu 𝑓 = 𝑋4 + 𝑋2 + 1 = (𝑋2 − 𝑋 + 1)(𝑋2 + 𝑋 + 1) ∈ ℝ[𝑋]  

  

Exerciţiul 2 Arătaţi că 𝑓 = (𝑋 − 2)5 + (2 − 𝑋)2 ∈ ℝ[𝑋] se divide cu 𝑔 = 𝑋 − 1 . 

Exerciţiul 3 Să se determine numerele reale 𝑎 şi 𝑏, ştiind că 𝑓 se divide prin 𝑔, unde 

𝑓 = 𝑋4 + (𝑎 + 𝑏)𝑋2 + 2𝑏𝑋 + 1 , 𝑔 = 𝑋2 + 3𝑋 + 2 . 

Exerciţiul 4 Determinaţi numărul natural 𝑛, astfel încât  𝑓 = (𝑋2 + 𝑋 − 1)3𝑛+1 − 𝑋  să fie 

divizibil cu 𝑔 = 𝑋2 − 1 . 

Exerciţiul 5 Arătaţi că 𝑔 = 𝑋2 − 2𝑋 + 1 divide polinomul 𝑓 = 𝑋2𝑛+1 − (2𝑛 + 1)𝑋 + 2𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ∗. 
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